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Την Παρασκευή ενός Μαρτιάτικου απογεύµατος συνάντησα τυχαία στην πλατεία ελευθερίας 
έναν παλιό  γνώριµο από τα φοιτητικά µου χρόνια. Εγώ τότε σπούδαζα µαθηµατικά ενώ αυτός 
Ελληνική φιλολογία. Ο διάλογος που ακολουθεί έγινε στο «πόδι» περπατώντας από την πλατεία 
ελευθερίας , και περιδιαβαίνοντας στους διαδρόµους του δηµοτικού κήπου της ∆ράµας. 
 
Φ1   Χθες τελείωσα την ανάγνωση του µυθιστορήµατος του Τεύκρου Μιχαηλίδη «Πυθαγόρεια         
εγκλήµατα.» Οφείλω να οµολογήσω ότι µου φαίνεται τελείως ακατανόητο το πως είναι δυνατόν 
κάποιος να οδηγηθεί σε φόνο εξ αιτίας κάποιου µαθηµατικού θεωρήµατος. 
 
Φ2   Εξ αιτίας ενός υποτιθέµενου θεωρήµατος , αφού όπως φάνηκε στη συνέχεια το θύµα 
πίστευε         λανθασµένα ότι απέδειξε το δεύτερο πρόβληµα του Χίλµπερτ, ενώ ο Γκέντελ, 
κατάφερε να δείξει  πως κάτι τέτοιο δεν θα ήταν ποτέ δυνατό να γίνει. Αλλά ήταν πλέον πολύ 
αργά, και για το θύµα, και  για τον θύτη.  Σίγουρα πιστεύεις πως οι «ψυχροί» αριθµοί, δεν 
µπορούν  να στοιχειώσουν τα µυαλά των ανθρώπων προκαλώντας πάθη  και νοητικές θύελλες, 
στ’ αλήθεια όµως, κατανοείς το περιεχόµενο αυτού του θεωρήµατος; 
 
Φ1   Το θεώρηµα του Γκέντελ δεν λέει ότι και να θέλουµε δεν µπορούµε να αποδείξουµε τα 
πάντα; 
Αυτό όµως το βρίσκω τελείως αναµενόµενο, αφού για να αποδείξουµε κάτι πρέπει να 
βασιστούµε   σε κάτι άλλο και έτσι για να µην απεραντολογούµε, θα πρέπει να σταµατήσουµε 
κάπου και να          
δεχτούµε την αλήθεια κάποιων πραγµάτων, δίχως να απαιτήσουµε για αυτά απόδειξη, τα 
αξιώµατα, όπως µε µεγάλη έµφαση τα έλεγαν οι µαθηµατικοί µας στο γυµνάσιο. ∆ηλαδή πάντα 
θα υπάρχουν αυτές οι αρχικές προτάσεις για τις οποίες δεν θα διαθέτουµε αποδείξεις. 
 
Φ2    ∆εν είναι ακριβώς αυτό το νόηµα του θεωρήµατος. Το πρώτο θεώρηµα του Γκέντελ µας 
βεβαιώνει ότι όποια αξιώµατα και να επιλέξουµε πάντα θα υπάρχουν προτάσεις της 
αριθµητικής, εκτός από τα αξιώµατα, που αν και είναι αληθείς δεν µπορούν να αποδειχτούν  
ούτε αυτές , ούτε οι αρνήσεις  τους.  
 
Φ1     Τι το διαφορετικό µου λες τώρα; 
 
Φ2     Κοίταξε να δείς. Οι άνθρωποι , οι µαθηµατικοί και οι φιλόσοφοι περισσότερο,από την 
εποχή των αρχαίων Ελλήνων ακόµη, πίστεψαν ότι υιοθετώντας ένα αξιωµατικό σύστηµα 
αναφορικά προς κάποια περιοχή γνώσης, θα µπορούσαν να παράγουν όλες τις αλήθειες αυτής 
της περιοχής µε έναν αλάνθαστο τρόπο. Το θεώρηµα του Γκέντελ χτυπά αυτή την αντίληψη και 
την ανατρέπει. Τα αξιωµατικά συστήµατα παράγουν µεν ορθές προτάσεις ,όµως ποτέ δεν είναι 
πλήρη, δηλαδή ποτέ δεν µπορούν να µας δώσουν όλες τις αλήθειες της γνωστικής περιοχής που 
µελετάµε. 
 
Φ1     Και πότε απέδειξε ο Γκέντελ το θεώρηµά του; 
 
Φ2     Το 1931 στην Βιέννη. 
 
Φ1     Καλά, και από τότε κανείς δεν κατάλαβε πως πρέπει να βάλει ένα τέλος στον τρόπο που 
διδάσκονται τα µαθηµατικά και να σηκώσει από πάνω µας αυτόν τον σταυρό του µαρτυρίου που 
λέγεται απόδειξη; Αφού τα αξιωµατικά συστήµατα δεν είναι πλήρη, για ποιόν λόγο όλος αυτός ο 
µαζοχισµός; 
 
Φ2      Τι πιστεύεις ότι είναι µια απόδειξη; 
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Φ1     Ένας ισχυρισµός που τον βρίσκουµε τόσο πειστικό ώστε να τον χρησιµοποιούµε για να 
πείσουµε και τους άλλους. 
 
Φ2     Και τι είναι αυτό που µπορεί να κάνει πειστικό έναν ισχυρισµό; Η ρητορική δεινότητα 
µήπως; 
 
Φ1     Όχι βέβαια. Με την ρητορική θα µπορούσα να παρασύρω κάποιον αδαή , ξέρεις ο λόγος 
ασκεί µια υποβλητική µαγεία στα µυαλά των ανθρώπων, και να τον κάνω να πιστέψει κάτι, αλλά 
ο τρόπος για να πείσω και τον ποιο καχύποπτο σκεπτικιστή είναι η λογική επιχειρηµατολογία. 
 
Φ2     Αρκεί βέβαια ο κ. Καχύποπτος να είναι το ίδιο λογικός µε σένα. 
 
Φ1     Εννοείται. Με έναν τρελό δεν υπάρχει δίαυλος επικοινωνίας. 
 
Φ2     Και πού εδράζει αυτή η κοινή λογικότητα που πρέπει να έχουν δυο άνθρωποι ώστε να 
µπορεί ο ένας να αποδείξει κάτι στον άλλον; 
 
Φ1     Μάλλον στον κοινό τρόπο που είναι κατασκευασµένος ο ανθρώπινος εγκέφαλος 
 
Φ2     Υπονοείς δηλαδή ότι η λογικότητα είναι έµφυτη στο είδος µας. 
 
Φ1     Γιατί, έχεις καµιά αµφιβολία γι’ αυτό; 
 
Φ2  Έχω κάποιες επιφυλάξεις, αλλά πες µου , αν εδώ µαζί µας ήταν ένας Κινέζος που δεν 
γνωρίζει ελληνικά ,κι εσύ απ’ ότι ξέρω δεν γνωρίζεις κινέζικα, πώς θα µπορούσες να του 
αποδείξεις κάτι; 
 
Φ1     Προφανώς δεν θα µπορούσα. Είναι αναγκαίο για να αποδείξω κάτι σε κάποιον ,να µιλάω 
την ίδια γλώσσα µ’ αυτόν. Η γλώσσα είναι το εργαλείο µε το οποίο µπορώ να του µεταφέρω τις 
σκέψεις µου και να του υποδείξω τους λογικούς συσχετισµούς τους. 
 
Φ2     Μήπως λοιπόν αυτό που λέµε λογικότητα είναι ένας συγκεκριµένος τρόπος χρήσης της 
γλώσσας; 
 
Φ1     Ίσως , δεν ξέρω, τι να σου πω; 
  
Φ2     Όπως και να έχει το πράγµα , ας κρατήσουµε αυτό στο οποίο συµφωνούµε, ότι δηλαδή για 
να αποδείξης κάτι χρειάζεσαι απαραίτητα µια γλώσσα. Αυτή η εικόνα που έχεις για την 
απόδειξη ,προσιδιάζει σε αυτό που λέµε σηµασιολογική απόδειξη, και είναι ο τρόπος µε τον 
οποίο βεβαιώνουµε την αλήθεια κάποιων προτάσεων. Αυτού ακριβώς του είδους τις αποδείξεις , 
και πολύ σωστά, µας διδάσκουν στα σχολεία. Η έννοια όµως της απόδειξης για την οποία κάνει 
λόγο ο Γκέντελ δεν είναι αυτή. Η απόδειξη ως έννοια της µαθηµατικής λογικής είναι αυτό που 
ακριβέστερα θα έπρεπε να ονοµάζουµε τυπική απόδειξη, και αφορά έναν καθαρά µηχανικό 
τρόπο παραγωγής προτάσεων κάνοντας χρήση σαφώς καθορισµένων κανόνων. ∆εν χρειάζεται 
για την εφαρµογή αυτών των κανόνων ανθρώπινη ευφυΐα , αλλά και µια µηχανή ,ένας 
κοµπιούτερ για παράδειγµα, θα µπορούσε να τους πραγµατοποιήσει.  
 
Φ1     Και πως µπορεί µια µηχανή να συλλάβει το νόηµα κάποιων προτάσεων για να µπορέσει 
στη συνέχεια να τις αποδείξει; 
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Φ2     Εδώ ακριβώς είναι το λεπτό σηµείο. Η µηχανή δεν καταλαβαίνει το νόηµα των 
προτάσεων, αλλά κάνοντας χρήση µιας καλά ορισµένης γλώσσας χειρίζεται τις προτάσεις µέσω 
της µορφής τους και όχι µέσω του περιεχοµένου τους. Ακριβώς όντας , εφοδιασµένη µε ένα 
σύνολο κανόνων κάθε φορά που συναντάει µια συγκεκριµένη µορφή ενεργεί µε έναν 
συγκεκριµένο τρόπο. 
 
Φ1     ∆εν καταλαβαίνω τι ακριβώς θέλεις να πεις. 
 
Φ2     Εντάξει, θα προσπαθήσω να σου το εξηγήσω µε ένα χονδροειδές παράδειγµα, όχι από το 
χώρο των µαθηµατικών. Η µικρή  µου κόρη  στο σπίτι έχει ένα παζλ που εικονίζει κάποιον 
άνθρωπο που φορά καπέλο,  βρίσκεται µέσα σε ένα δάσος και παρακολουθεί δυο ελάφια που 
πίνουν νερό. Η κόρη µου ξέρει πολύ καλά ότι το καπέλο το φορούν οι άνθρωποι πάνω στο 
κεφάλι τους όπως και ότι τα κέρατα φυτρώνουν στα ζώα επίσης στο κεφάλι τους. Έτσι οι πρώτες 
κινήσεις που κάνει για την συναρµολόγηση του παζλ ,είναι να τοποθετήσει το κοµµάτι µε το 
καπέλο πάνω στο κοµµάτι που είναι το κεφάλι του ανθρώπου. και το κοµµάτι µε τα κέρατα 
πάνω από το κοµµάτι µε το κεφάλι του µεγάλου ελαφιού. Γνωρίζει ότι τα νεαρά ελαφάκια δεν 
έχουν κέρατα. Με τον καιρό έµαθε να συναρµολογεί το παζλ τόσο γρήγορα που ποια δεν είχε 
ενδιαφέρον το παιχνίδι. Έτσι µια µέρα την είδα να κάνει το εξής καταπληκτικό. Είχε γυρίσει 
ανάποδα τα κοµµάτια, ώστε να µην φαίνεται η εικόνα τους και προσπαθούσε να τα ταιριάξει µε 
βάση το σχήµα τους. Αυτό στην αρχή ήταν τελείως απογοητευτικό, γιατί έπρεπε για κάθε 
κοµµάτι να βρει ανάµεσα στα υπόλοιπα το µοναδικό εκείνο που το σχήµα του ταίριαζε ακριβώς 
µε το σχήµα του αρχικού. Και πάλι όµως µε τον καιρό κατάφερε να συνθέτει ,µε πολύ ποιο 
αργούς ρυθµούς βέβαια, το παζλ. Το καύχηµά της τώρα ήταν ότι ακόµα κι αν αλλάζαµε την 
εικόνα δεν θα άλλαζε τίποτα στην διαδικασία συναρµολόγησης.  
Οι σηµασιολογικές αποδείξεις είναι σαν την σύνθεση του παζλ βλέποντας τις εικόνες, ενώ η 
τυπική απόδειξη, αυτή που σε αντίθεση µε τον άνθρωπο µια µηχανή µπορεί να την κάνει πολύ 
ποιο γρήγορα, είναι σαν την συναρµολόγηση του παζλ δίχως να βλέπουµε τις εικόνες , 
βασιζόµενοι στην µορφή που έχουν τα κοµµάτια του. 
 
Φ1     Νοµίζω πως αρχίζω να καταλαβαίνω. Ίσως έτσι να εξηγείται και ο αφηρηµένος 
χαρακτήρας των µαθηµατικών. Το βρίσκω όµως τελείως ανόητο ,αν όχι ψυχασθενικό, το να 
συνθέτει κάποιος παζλ δίχως εικόνες σε αντίθεση µε την δηµιουργική προσπάθεια να 
συµπληρώσεις ένα δύσκολο παζλ γιατί έτσι θα µπορέσεις να αποκαλύψεις κάτι το πραγµατικό ή 
κάτι ωραίο που υπάρχει στον κόσµο. Αυτή την δηµιουργική πλευρά των µαθηµατικών ελάχιστοι 
µαθηµατικοί στο σχολείο κατάφεραν να µας την δείξουν. Προσωπικά δεν θυµάµαι να είχα 
κανέναν τέτοιο δάσκαλο. Οι περισσότεροι ήταν τυπολάτρες ψυχάκιες παρανοϊκοί και 
ανισόρροποι βασανιστές , σε βαθµό που πολλές φορές σκεφτόµουν πως ο κόσµος θα ήταν 
αφάνταστα καλύτερος αν εκλείπανε αυτοί οι άνθρωποι.  
 
Φ2     Ηρέµησε! Αν συνεχίσεις έτσι θα αρχίσω να φοβάµαι για την σωµατική µου ακεραιότητα. 
Πάντως αν αυτή η µικρή συζήτησή µας είχε σαν αποτέλεσµα να σου βγάλει στην επιφάνεια 
τόσα αρνητικά συναισθήµατα για τους µαθηµατικούς , σκέψου και τον ήρωα του βιβλίου που 
διάβαζες όταν άκουσε ότι ο φίλος του κατάφερε να λύσει το δεύτερο πρόβληµα του Χίλµπερτ  
που λίγο πολύ ισχυρίζεται πως µια τελεσίδικη τυποποίηση µπορεί να υπάρξει για οποιωνδήποτε 
µαθηµατικό κλάδο. Ο θύτης όντας ο ίδιος λάτρης των δηµιουργικών ,όπως τα αποκάλεσες, 
µαθηµατικών ,δεν µπόρεσε να αντέξει σε αυτήν την ιδέα. 
Έτσι πήρε την µοιραία απόφαση να απαλλάξει την ανθρωπότητα από αυτό το «κακό» 
σκοτώνοντας τον φίλο του και καίγοντας την απόδειξή του. ∆ιέπραξε όπως ο ίδιος λέει ένα 
«Πυθαγόρειο έγκληµα» ,παρόµοιο µε  αυτό που διέπραξαν αιώνες ποιο πριν οι µαθητές του 
Πυθαγόρα σκοτώνοντας τον επίσης πυθαγόρειο Ίππασο τον Μεταποντίνο, όταν ο τελευταίος 
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απέδειξε πως δεν υπάρχει κοινή µονάδα µέτρησης ανάµεσα στην πλευρά και στην διαγώνιο ενός 
τετραγώνου, ανατρέποντας έτσι την πίστη των πυθαγορείων ότι τα πάντα είναι αριθµός. 
 
Φ1     Εσύ πάντως δεν µπορεί να κινδυνεύεις από έναν φιλόλογο σαν και µένα. Ότι αποδείξεις 
κάνετε εσείς οι µαθηµατικοί αφορούν εσάς και τα µαθηµατικά , σε τι θα µπορούσαν να 
παθιάσουν τον υπόλοιπο κόσµο;  
 
Φ2     Φίλε , νοµίζω πως σου έχει διαφύγει κάτι πολύ σηµαντικό. Η απόδειξη του Ίππασου , αν 
την διατυπώσουµε µε σύγχρονους όρους ,  δείχνει ότι η εξίσωση χ2=2ψ2 δεν έχει λύσεις στους 
ακέραιους αριθµούς. Αυτό είναι ένα καθαρά µαθηµατικό θέµα. Το θεώρηµα του Γκέντελ δεν 
είναι ακριβώς ένα µαθηµατικό θεώρηµα ,αλλά ένα θεώρηµα για τα µαθηµατικά. Ανήκει στην 
περιοχή αυτή που λέγεται µεταµαθηµατικά. Ρίχνει φως στις διαδικασίες και τις µεθόδους που 
χρησιµοποιούν οι µαθηµατικοί και βάζει ένα όριο για το τι µπορούν και τι δεν µπορούν να 
πετύχουν µε αυτές. Οι µαθηµατικές αλήθειες είναι µέρος των αληθειών που αφορούν άλλους 
γνωστικούς κλάδους. Αν κάτι δεν µπορεί να γίνει σε αυτό το µικρό έστω µέρος γνώσης, αυτό 
δεν δείχνει ότι ενδεχοµένως δεν θα µπορεί να γίνει και στο ευρύτερο πεδίο; 
 
Φ1     Τώρα που το λες δεν φαίνεται να έχεις άδικο. Σε ποιους τοµείς θα µπορούσαν να 
εκτείνονται οι συνέπειες αυτού του θεωρήµατος; Ή καλύτερα αυτού του µεταθεωρήµατος;  
 
Φ2     Σίγουρα στην φιλοσοφία , αλλά τα τελευταία χρόνια και στην επιστήµη των υπολογιστών. 
Ενδεχοµένως να αφορούν κι εσένα. Απ’ ότι ξέρω ασχολείσαι µε την συγγραφή µυθιστορηµάτων. 
 
Φ1     Μην µε τρελαίνεις. Τι σχέση έχουν τα µυθιστορήµατα που γράφω µε το θεώρηµα 
Γκέντελ;  
 
Φ2     ∆υνητικά θα µπορούσαν να έχουν. Όταν περιγράφεις τους ήρωές σου δεν ξεκινάς δίνοντας 
τους κάποια γνωρίσµατα; είσαι σίγουρος ότι αυτά τα γνωρίσµατα θα µπορούσαν πάντοτε λογικά 
να δικαιολογήσουν τις πράξεις τους; Θα µε συγχωρέσεις όµως γιατί η ώρα έχει περάσει και έχω 
ένα σηµαντικό ραντεβού. Σε προσκαλώ όµως την Κυριακή το µεσηµέρι στο πατάρι του καφέ 
Μπαρόκ. Εκεί συναντιόµαστε και τα λέµε µε τον φίλο µου Φ3. Πολλές από τις συζητήσεις µας 
στρέφονται γύρω από τα ζητήµατα που µόλις έχουµε θίξει. Θα χαιρόµουν ιδιαίτερα αν 
ερχόσουν. 
 
Φ1     Η συζήτησή µας µε έχει φέρει σε έξαψη. Θα ήθελα πραγµατικά να το ξαναπιάσουµε το 
ζήτηµα. Θα προσπαθήσω να είµαι εκεί. Γεια χαρά , χαιρετίσµατα στην οικογένειά σου. 
 
Φ2     Γεια σου. 
 
Περπατώντας µέχρι το διοικητήριο, όπου είχα παρκαρισµένο το αυτοκίνητο, έφερα και πάλι στο 
µυαλό µου την κουβέντα που είχα µε τον Φ1. Είχα καταφέρει άραγε να του εξηγήσω την 
πραγµατική σηµασία του θεωρήµατος Γκέντελ; Ως µαθηµατικός εξοργίστηκα µε τον εαυτό µου, 
αφού ακόµη και η διατύπωση που του ανέφερα για το θεώρηµα ήξερα ότι δεν ήταν ακριβής. Θα 
έπρεπε να του εκφράσω το περιεχόµενο του θεωρήµατος κάπως έτσι: Αν Τ είναι ένα τυπικό 
σύστηµα που 1) είναι πεπερασµένα περιγράψιµο 
                                                                                                   2) επεκτείνει την αριθµητική 
Πεανό ΡΑ 
                                                                                                   3) είναι συνεπές 
                                                                                                   4) είναι ω-συνεπές 
                                          τότε το Τ είναι µη πλήρες. 
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Αυτή η διατύπωση µάλιστα. Κοµψή ,λιτή και απέριττη ,σηµατοδοτεί µε τρόπο λακωνικό την 
ουσία του θέµατος ,καθιστώντας φανερό το περιεχόµενό του. Ή µήπως όχι; Η δασκαλίστικη 
πλευρά µου τώρα εξοργισµένη έπαιρνε τον λόγο. Είσαι τρελός; µου έλεγε. Έτσι είναι που ο 
δυστυχής δεν θα καταλάβαινε τίποτα. Για άλλη µια φορά θα τον είχες πείσει ότι οι µαθηµατικοί 
ασχολούνται µε ποµπώδεις ανοησίες που µόνο αυτοί καταλαβαίνουν, οι οποίες βρίσκουν την 
τέλεια εφαρµογή τους µόνο στην Νεφελοκοκκυγία, και κατά τρόπο µαγικό µερικές φορές και 
στον πραγµατικό κόσµο. Τελικά πως µπορείς να µιλήσεις για κάτι επιστηµονικό, και να είσαι 
σίγουρος ότι ο άλλος θα σε καταλάβει και κυρίως δεν θα παρανοήσει αυτά που του λες; Πόσες 
φορές τα τελευταία χρόνια δεν έχω διαβάσει διάφορα βιβλία που εκλαϊκεύουν την επιστήµη και 
που σπάνια τελικά πετυχαίνουν το στόχο τους να ξεκαθαρίσουν στον  µη ειδικό αναγνώστη τις 
έννοιες που παρουσιάζουν, δίχως να του δηµιουργήσουν παραπλανητικές και εσφαλµένες 
εικόνες; Μήπως η δυσκολία οφείλεται σε µια ουσιαστική ασυµµετρία ανάµεσα στην 
επιστηµονική και στην φυσική γλώσσα, που κάνει αδύνατη µια πιστή µετάφραση της µιας στην 
άλλη; 
  Μπήκα στο αµάξι και ξεκίνησα. Για άλλη µια φορά η καθηµερινότητα εισέβαλε µε το έτσι 
θέλω στην ζωή µου, αποσπώντας µε από τους συνειρµούς µου. 
 
 
 
 
   Την Κυριακή το µεσηµέρι ο Φ1 µε τηλεφώνησε. Συναντηθήκαµε µπροστά στο Ξενία, και 
περάσαµε απέναντι για να πάµε στο Μπαρόκ. 
 
Φ1   Χθες το βράδυ είχε µια εκδήλωση ο σύλλογος θετικών επιστηµών στο µικρό αµφιθέατρο 
του ωδείου, µε θέµα «µαύρες τρύπες και ταξίδια στο χρόνο» , πίστευα πως θα σε εύρισκα εκεί, 
αλλά δεν σε είδα πουθενά. 
 
Φ2  ∆εν µπόρεσα να πάω. Είχε πολύ κόσµο; 
 
Φ1   151 άτοµα. 
 
Φ2   Σώπα ρε θηρίο τα µέτρησες ένα, ένα;  
 
Φ1   Όχι βέβαια. Ήξερα από πρίν ότι το αµφιθέατρο είχε 150 θέσεις. Όταν λοιπόν µπήκα µέσα 
µε την γυναίκα µου, είχε µόνο δυο άδεια καθίσµατα, και λίγο αργότερα ήρθε άλλος ένας ο 
οποίος παρακολούθησε όρθιος την εκδήλωση. Άρα σύνολο 151! 
 
Φ2   Τέλεια! Έχεις συλλάβει τον ορισµό που έδωσε ο Κάντορ το 1895 ,ο πατέρας της θεωρίας 
συνόλων στα µαθηµατικά, για την ισοπληθικότητα δυο συνόλων. ∆υο σύνολα έχουν το ίδιο 
πλήθος στοιχείων όταν µεταξύ τους υπάρχει µια ένα προς ένα και επί αντιστοιχία. 
 
Φ1   Εγώ µίλησα για θεατές και καθίσµατα. Τι ποιο φυσιολογικό από το να πείς πως αφού δεν 
περισσεύει ούτε άνθρωπος ούτε καρέκλα, οι άνθρωποι θα είναι όσες και οι καρέκλες. Τι είναι 
αυτά τα ένα προς ένα και επί; Γιατί εσείς οι µαθηµατικοί θέλετε να περιπλέκεται τα πράγµατα; 
 
Φ2   Το να χρησιµοποιούµε µια ποιο τεχνητή και ακριβολόγα γλώσσα, το ξέρεις πολύ καλά ότι 
δεν αποτελεί περιπλοκή αλλά απεναντίας µας δίνει την δυνατότητα να έχουµε κάποιες ευελιξίες 
όταν συλλογιζόµαστε για ένα αντικείµενο, και ειδικά όταν αναζητούµε τη λογική σχέση που 
έχουν µεταξύ τους οι προτάσεις που αφορούν το υπο µελέτη αντικείµενο. Στην φυσική γλώσσα 
που εκφράστηκες εσύ, το ότι η αντιστοιχία είναι ένα προς ένα σηµαίνει ότι σε διαφορετικούς 
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ανθρώπους, αντιστοιχούν διαφορετικά καθίσµατα, ενώ ότι είναι επί, σηµαίνει ότι σε κάθε 
κάθισµα αντιστοιχεί ένας τουλάχιστον άνθρωπος. 
 
Φ1   Καλά, περιµέναµε τον Κάντορ να µας πει αυτό που εγώ βρήκα χωρίς κόπο; Ποιο πριν 
δηλαδή οι άνθρωποι δεν  γνωρίζανε αυτό τον ορισµό ισοπληθυκότητας; 
 
Φ2   Σαφώς και το γνωρίζανε ακόµα και προϊστορικοί πολιτισµοί, όπως µαρτυρούν πολλά 
αρχαιολογικά ευρήµατα. Ο Κάντορ όµως πήρε αυτό τον ορισµό και τον οδήγησε στο έσχατο 
σηµείο των συνεπειών του. 
 
Φ1   ∆ηλαδή; 
 
Φ2   Προηγουµένως ανέφερες ότι ο ορισµός αυτός είναι τόσο προφανής και εύλογος που 
κανένας άνθρωπος δεν θα διαφωνούσε γι’ αυτόν. Συµφωνείς; 
 
Φ1   Το είπα και το εννοώ. 
 
Φ2   Ωραία, και τώρα πες µου, ποιο πολλοί είναι όλοι οι φυσικοί αριθµοί , ή όλοι οι άρτιοι 
αριθµοί. 
 
Φ1   ∆ίχως σκέψη όλοι οι φυσικοί. Οι φυσικοί είναι το 1,2,3,4,5,6,7,8,9,…. ενώ οι άρτιοι το 
2,4,6,8,… Προφανώς υπάρχουν φυσικοί που δεν είναι άρτιοι, όπως για παράδειγµα  ο 3, ή ο 5. 
Άρα οι φυσικοί είναι περισσότεροι. 
Φ2   Πρόσεξε  τι έχεις κάνει τώρα. Απ’ την µια συµφώνησες, θεωρώντας το µάλιστα προφανές, 
ότι δυο σύνολα αντικειµένων έχουν το ίδιο πλήθος στοιχείων όταν µεταξύ τους υπάρχει µια ένα 
προς ένα και επί συνάρτηση. Θα µου επιτρέψεις , αντί για την λέξη αντιστοιχία να 
χρησιµοποιήσω όπως το συνηθίζουν οι µαθηµατικοί, την λέξη συνάρτηση. Απ’ την άλλη µεριά, 
ξεχνώντας τον προσυµφωνηµένο ορισµό, η διαίσθησή σου, µε βάση το γεγονός ότι  οι άρτιοι 
αποτελούν υποσύνολο των φυσικών, σε οδηγεί να ισχυριστείς ότι οι φυσικοί είναι περισσότεροι 
σε πλήθος. 
 
Φ1   Σωστά. Τι το περίεργο βλέπεις; 
 
Φ2   Τελικά την ισοπληθυκότητα  των δυο συνόλων πώς θα την κρίνουµε; Με βάση τον ορισµό 
που δώσαµε, ή µε βάση τις εκάστοτε διαισθήσεις µας; 
 
Φ1   Γιατί , το ένα αναιρεί το άλλο, οδηγώντας σε διαφορετικές εκτιµήσεις; 
 
Φ2   Για κοίταξε. Αν σε κάθε φυσικό αριθµό , αντιστοιχίσω το διπλάσιό του, δεν θα έχω µια ένα 
προς ένα και επί συνάρτηση, ανάµεσα στα δυο σύνολα; 
 
Φ1   Για να το σκεφτώ. Στο 1 αντιστοιχεί το 2, στο 2 το 4, στο 3 το 6, στο χ το 2χ. Σίγουρα η 
συνάρτηση είναι ένα προς ένα. Αν τώρα πάρω κάποιον άρτιο λ.χ. τον 16 τότε αυτός προέρχεται 
από το 8 µε βάση την αντιστοιχία µας. ∆ηλαδή η συνάρτηση είναι και επί. Και τελικά τι; Οι 
άρτιοι είναι όσοι και οι περιττοί; 
 
Φ2   Αυτό είναι το αναπόδραστο συµπέρασµα που βγαίνει, µε βάση τον ορισµό που δώσαµε.  
 
Φ1   Κι έτσι ενώ ο ορισµός στην περίπτωση των ανθρώπων µε τις καρέκλες ,είναι το ποιο λογικό 
πράγµα που µπορεί να σκεφτεί κανείς, στην περίπτωση των αριθµών καταλήγει να µας δίνει 
παράδοξα αποτελέσµατα, τα οποία όµως πρέπει να τα δεχτούµε ως αληθινά. 
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Φ2   Βασικά η παραδοξότητα εµφανίζεται όταν εφαρµόζουµε τον ορισµό µας σε σύνολα που 
έχουν άπειρα στοιχεία. Στην περίπτωση που έχουµε πεπερασµένα σύνολα, όπως το παράδειγµά 
σου µε τις 150 θέσεις του αµφιθεάτρου, τα πάντα είναι σύµφωνα µε τις διαισθήσεις µας. Κατά 
την µετάβαση από το πεπερασµένο στο άπειρο η διαίσθησή µας, δυστυχώς δεν ακολουθεί την 
λογική µας. 
 
Φ1   Αυτό που δείχνει το αποτέλεσµά µας, είναι ότι οι άρτιοι είναι όσοι και οι φυσικοί. Αφού και 
τα δυο σύνολα έχουν άπειρα στοιχεία, τώρα που το σκέφτοµαι έτσι είναι λογικό να είναι 
ισοπληθή, έστω κι αν το ένα είναι υποσύνολο του άλλου. 
 
Φ2   Και πώς είσαι σίγουρος ότι για δυο σύνολα που έχουν άπειρα στοιχεία, το άπειρο πλήθος 
του ενός είναι ίδιο µε το άπειρο πλήθος του άλλου; 
 
Φ1   Μη µου πεις ότι υπάρχουν και διαβαθµίσεις του απείρου. 
 
Φ2   Ακριβώς αυτό είναι ένα µέρος της πρωτοποριακής εργασίας του Κάντορ. 
 
Εν τω µεταξύ είχαµε φτάσει στο Μπαρόκ και ανεβήκαµε τα σκαλιά που οδηγούσαν στο πατάρι. 
Ο Φ3 ήταν ήδη εκεί, και τον είδαµε να είναι σκυµµένος πάνω από κάποιο βιβλίο κρατώντας 
σηµειώσεις , πράγµα πολύ συνηθισµένο γι’ αυτόν, πάνω σε µια στοίβα χαρτιά. Μετά τις 
συστάσεις καθίσαµε κι εµείς. Κοίταξα να δω τι διαβάζει. 
 
Φ2   Λοιπόν Φ1 είσαι τυχερός. Ο φίλος µας µελετάει ακριβώς αυτά που συζητούσαµε πριν από 
λίγο. 
 
Φ1   Εγώ ήρθα εδώ, γιατί ο Φ2 µου είπε πως συζητάτε για το θεώρηµα του Γκέντελ. Μην µε 
ζαλίζετε µε άλλα πράγµατα. 
 
Φ3   Η κατανόηση αυτού του θέµατος, είναι δύσκολη υπόθεση, ακόµη και για έναν µαθηµατικό. 
Αν πραγµατικά ενδιαφέρεσαι, θα πρέπει να έχεις την υποµονή και την επιµονή να γνωρίσεις 
κάποια ζητήµατα που µπορούµε να πούµε πως είναι προαπαιτούµενα του θεωρήµατος. 
 
Φ1   Τώρα που µπήκα στο χορό, θα χορέψω. Καθώς ερχόµασταν µε τον Φ2 µιλούσαµε για το 
έργο του Κάντορ.  Οµολογώ πώς πήρα το πρώτο µου ξάφνιασµα διαπιστώνοντας ότι οι άρτιοι 
αριθµοί που αποτελούν µέρος των φυσικών, είναι ισοπληθείς µε τους φυσικούς. 
 
Φ3   Αυτός είναι και ένας τρόπος για να διαπιστώσουµε ότι ένα σύνολο είναι άπειρο. 
Συγκεκριµένα ο Κάντορ έδειξε ότι ένα σύνολο είναι άπειρο ακριβώς όταν µπορεί να 
αντιστοιχιστεί ένα προς ένα  µε ένα γνήσιο υποσύνολό του. 
 
Φ2   Νοµίζω ότι οι σηµειώσεις που κρατάς είναι ότι πρέπει για ξεκίνηµα. Ας ξεκινήσουµε να τις 
διαβάζουµε σχολιάζοντάς τες όποτε είναι αναγκαίο. 
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Φ1   Στοπ ρε παιδιά. Τα πράγµατα παρά έγιναν τεχνικά για να µπορώ να τα παρακολουθήσω. 
 
Φ2   Μην σε στεναχωρεί αυτό. Τώρα ξεκινάει η ουσία του θέµατος. 
 
Φ3   Ο Φ2 νοµίζει ότι επειδή αυτός ξηµερωβραδιάζει µε αυτές τις έννοιες , αυτές θα φαίνονται 
το ίδιο προφανείς και σε όλους τους άλλους. Πάντως όταν έχεις απορίες µη διστάσεις να µας 
σταµατήσεις. Έχεις δίκαιο ότι η τελευταία σελίδα ήταν πολύ πυκνογραµµένη. Ας προχωρήσουµε 
όµως. 
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Φ1 ……….έχει το ίδιο πλήθος στοιχείων µε το σύνολο R των πραγµατικών αριθµών!!! Αρχίζω 
να συνηθίζω πια τα παράδοξα αποτελέσµατα. 
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Φ3   Πρόσεξε βέβαια ότι παράδοξο δεν σηµαίνει ότι είναι αντιφατικό , δηλαδή παράλογο, 
αποτέλεσµα. Απλά είναι κάτι που έρχεται σε σύγκρουση µε τις διαισθήσεις µας. 
 
Φ1   Οι δυο  τελευταίες αποδείξεις µου έκαναν ιδιαίτερη εντύπωση! Έχουν κάτι το απλό ,και 
ταυτόχρονα έξυπνο στο στήσιµο. Κάτι το οποίο δεν περιέχουν οι περισσότερες από τις άλλες 
αποδείξεις που είδαµε, όπου τα αποτελέσµατά τους ήταν λίγο πολύ αναµενόµενα , όταν κάποιος 
εξοικειωθεί κάπως µε την λογική του ορισµού της ισοπληθυκότητας.  
 
Φ2   Έχεις απόλυτο δίκαιο. Να λοιπόν που και τα µαθηµατικά θεωρήµατα έχουν ένα είδος 
αισθητικής. Η απλότητα , η λιτότητα καλύτερα να την πούµε, η εξυπνάδα και η συνεκτικότητα 
µε την οποία δένουν µεταξύ τους οι διάφορες έννοιες, είναι από τα χαρακτηριστικά γνωρίσµατα 
των όµορφων θεωρηµάτων. 
 
Φ3   Υπάρχει βέβαια εκτός το αισθητικό µέρος ,και κάτι ποιο ουσιαστικό που κάνει σπουδαίο 
ένα µαθηµατικό αποτέλεσµα. Εισάγει µια µέθοδο διαπραγµάτευσης ενός είδους ερωτηµάτων. 
 
Φ2   Σωστά! Στην περίπτωσή µας εισάγει την λεγόµενη «διαγώνιο µέθοδο». ∆ιαγώνιο µέθοδο 
χρησιµοποίησε και ο Γκέντελ  αργότερα στο δικό του θεώρηµα. 
 
Φ1   Αν και βλέποντας τις προηγούµενες αποδείξεις αντιλαµβάνοµαι περίπου πως λειτουργεί και 
γιατί λέγεται έτσι αυτή η µέθοδος, θα ήθελα να σταθούµε λίγο περισσότερο σ’ αυτήν. 
 
Φ3   Θα σου παρουσιάσω  άλλο ένα αγαπηµένο µου παράδειγµα, που το οφείλουµε και πάλι 
στον Κάντορ. Θα δείξουµε ότι το σύνολο όλων των συνόλων µε στοιχεία θετικούς ακέραιους 
(φυσικούς αριθµούς) δεν είναι αριθµήσιµο. 
Πρόσεξε λοιπόν. Κατ΄ αρχήν τι σηµαίνει να είναι ένα σύνολο αριθµήσιµο; 
 
Φ1   Να µπορούµε να το αντιστοιχίσουµε µε τους φυσικούς αριθµούς, µέσω µιας ένα προς ένα 
και επί συνάρτησης. 
 
Φ3   Ωραία! Αυτή η αντιστοιχία πρακτικά σηµαίνει ότι µπορούµε να δώσουµε τα στοιχεία του 
συνόλου σαν µια ακολουθία αντικειµένων, δηλαδή σαν να τα βάζουµε σε µια λίστα µε κάποια 
σειρά, πρώτο, δεύτερο τρίτο, κ.ο.κ. Ας πούµε ότι αυτή η λίστα Λ είναι η Σ1 ,Σ2, Σ3, Σ4,…..   
Κατανοητό; 
 
Φ1   Ναι.  
 
Φ3   Ορίζουµε τώρα ένα νέο σύνολο ∆ από θετικούς ακεραίους , ως εξής: 
        Για κάθε θετικό ακέραιο ν, ν ανήκει στο ∆ αν και µόνο αν ν δεν ανήκει στο Σν. 
 
Φ1   ;;;; 
 
Φ3   Για να δούµε δηλαδή αν ο αριθµός ν ανήκει στο ∆, ελέγχουµε αν ο ν ανήκει στο Σν. Αν 
ανήκει δεν βάζουµε τον ν στο ∆, αν όµως το ν δεν ανήκει στο Σν τότε προσθέτουµε το ν στο 
σύνολο ∆. Για παράδειγµα, αν τύχει να είναι Σ3 το σύνολο των άρτιων αριθµών, τότε το 3 θα 
ανήκει στο ∆, αφού δεν είναι άρτιος και άρα δεν ανήκει στο Σ3. (Είναι φανερό βέβαια πως το ∆ 
καθορίζεται από την λίστα Λ. ∆ιαφορετικές λίστες γενικά θα δίνουν και διαφορετικά σύνολα ∆.) 
 
Φ1   Έτσι αν Σ7 είναι τα πολλαπλάσια του 5 τότε το 7 θα ανήκει στο ∆, ενώ το 15 δεν θα ανήκει. 
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Φ2   Τέλεια. Νοµίζω πως πρέπει να εγκαταλείψεις την φιλολογία και να ασχοληθείς µε τα 
µαθηµατικά. 
 
Φ3   Η µέθοδος λέγεται διαγώνια γιατί συσχετίζουµε το ν-στο αριθµό µε το ν-στο στοιχείο της 
λίστας. Για να γίνει ποιο σαφές αυτό, θεώρησε ότι  κάθε αριθµός µ συσχετίζεται µε το σύνολο Σν 
ανάλογα µε το αν το µ ανήκει ή δεν ανήκει στο σύνολο Σν. Τότε όλα τα δυνατά ζεύγη 
συσχετισµών µπορούν να αναπαρασταθούν µε µια ορθογώνια διευθέτηση όπως αυτή που θα 
σχεδιάσω 

 1 2 3 4 …… 
Σ1 1,Σ1 2,Σ1 3,Σ1 4,Σ1 ……. 
Σ2 1,Σ2 2,Σ2 3,Σ3 4,Σ4 ……. 
Σ3 1,Σ3 2,Σ3 3,Σ3 4,Σ3 …… 
Σ4 1,Σ4 2,Σ4 3,Σ4 4,Σ4 …… 
. 
. 
. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

 

Για τον ορισµό του ∆ όπως βλέπεις επιλέξαµε µόνο τις συσχετίσεις (ν,Σν) που βρίσκονται πάνω 
στην διαγώνιο του παραπάνω πίνακα. 
 
Φ1   Πιστεύω πως το έχω κατανοήσει. Μπορείς να συνεχίσεις. 
 
Φ3   Το σύνολο ∆ που ορίσαµε, είναι κι αυτό ένα σύνολο που αποτελείται από θετικούς 
ακέραιους. Αφού όµως θεωρήσαµε εξ’ αρχής ότι όλα τα σύνολα µε στοιχεία θετικούς ακέραιους 
τα ταξινοµήσαµε στην λίστα Λ, το ∆ θα πρέπει απαραιτήτως να βρίσκεται κι αυτό µέσα στην 
λίστα, δηλαδή πρέπει να είναι κάποιο από τα Σ1, Σ2, Σ3,…. 
 
Φ1   Σωστά. Αφού όλα τα περιλαµβάνει η λίστα, θα περιέχει και το σύνολο ∆. 
 
Φ3   Αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει κάποιος αριθµός κ, έτσι ώστε ∆=Σκ. 
 
Φ1   Σίγουρα. 
 
Φ3   Και τώρα σε ρωτάω. Ο αριθµός κ ανήκει ή δεν ανήκει στο σύνολο ∆. Γιατί φυσικά ένα 
µόνο απ’ τα δυο µπορεί να συµβαίνει. Ή θα είναι στοιχείο του ∆, ή δεν θα είναι στοιχείο του ∆, 
και τρίτη εκδοχή δεν υπάρχει. 
 
Φ1   Ε βέβαια. Όπως έλεγε και ο Αριστοτέλης, από δυο αντιφατικές µεταξύ τους προτάσεις  
µόνο η µια µπορεί να είναι αληθής. Αυτή είναι η « αρχή του αποκλεισµού του τρίτου». 
 
Φ3   Απάντησε όµως σε παρακαλώ σ’ αυτό που σε ρώτησα, και µην υπεκφεύγεις. 
 
Φ1   Εντάξει. Για να δούµε. Χµ! Αν το κ ανήκει στο ∆ τότε δεν θα ανήκει στο Σκ. Όµως ∆=Σκ, 
άτοπο. Άρα το βρήκα! Το κ δεν ανήκει στο ∆. 
 
Φ2   Αν όµως το κ δεν ανήκει στο ∆, τότε θα ανήκει στο Σκ. Τότε και πάλι αφού ∆=Σκ , 
καταλήγουµε σε άτοπο! 
 
Φ1   Σατανικό! Τελικά καταλήγουµε σε αδιέξοδο όποιο δρόµο και να πάρουµε.  
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Φ3   Εποµένως, σύµφωνα µε την  µέθοδο απαγωγή σε άτοπο, η αρχική µας υπόθεση, ότι το 
σύνολο όλων των συνόλων από θετικούς ακεραίους , είναι αριθµήσιµο , πρέπει να απορριφθεί. 
Όπερ έδει δείξαι. 
 
Φ1   Φανταστικό! Οµολογώ πως µε µάγεψε αυτή η απόδειξη. Αρχίζω να καταλαβαίνω γιατί οι 
µαθηµατικοί παθιάζονται µε τέτοιου είδους καταστάσεις. 
Φ3   Να συνεχίσουµε λίγο ακόµη την ανάγνωση των σηµειώσεών µου; 
 
Φ2   Το συζητάς κιόλας. ∆εν βλέπεις πώς µερακλώθηκε ο Φ1; 
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Φ1   Το πανηγύρι της διαγωνιοποίησης. Ο Κάντορ συνεχίζει στον ίδιο ιδιόρρυθµο σκοπό.  
 
Φ3   Και µας αποκαλύπτει ότι τα άπειρα δεν έχουν τελειωµό. Το µικρότερο άπειρο είναι αυτό 
των φυσικών αριθµών, το συµβολίζουµε µε Ν0 (διάβαζε άλεφ µηδέν),  το άπειρο των 
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πραγµατικών αριθµών είναι µεγαλύτερο από το Ν0, το συµβολίζουµε µε c ,και συχνά το 

αποκαλούµε , «η δύναµη του συνεχούς». Μπορεί να αποδειχτεί ότι c=|Ρ(Ν)|. ∆εν είναι γνωστό 
αν υπάρχει πληθάριθµος ανάµεσα στο Ν0 και στο c. Κάποιοι δέχονται ότι δεν υπάρχει άλλος 
πληθάριθµος ανάµεσα στο Ν0 και στο c. Αυτή η παραδοχή λέγεται «υπόθεση του συνεχούς», και 
οδηγεί στο συµπέρασµα ότι ο αµέσως επόµενος του Ν0 είναι ο πληθάριθµος του συνεχούς. 
 
Φ2   Ο Γκέντελ ,το 1940, έδειξε ότι η «η υπόθεση του συνεχούς» είναι συµβιβαστή µε τα 
αξιώµατα της θεωρίας συνόλων. Το 1963 ο Cohen έδειξε ότι και η άρνηση της υπόθεσης του 
συνεχούς είναι συµβιβαστή µε τα αξιώµατα της συνολοθεωρίας. 
 
Φ1   Τι εννοείς όταν λες  είναι «συµβιβαστή»; 
 
Φ2   Αν δεχτείς ότι ισχύει η πρόταση αυτή, δεν θα καταλήξεις σε κανένα αντιφατικό 
αποτέλεσµα µέσα στην θεωρία συνόλων. 
 
Φ1   Και πως γίνεται ρε παιδιά , να είναι και η ίδια η υπόθεση του συνεχούς και η άρνησή της 
,συµβιβαστές µε την θεωρία συνόλων; ∆εν είναι παράλογο αυτό; 
 
Φ2   Θα ήταν παράλογο , αν κάποιος δεχόταν την ισχύ τους ταυτόχρονα. Αυτό που εννοούµε 
είναι ότι κάποιος είναι ελεύθερος να διαλέξει, αν βέβαια το θέλει, κάποια απ’ αυτές που 
ενδεχοµένως είναι πλησιέστερα στις διαισθήσεις του, και να αναπτύξει την θεωρία µαζί µε τα 
υπόλοιπα αξιώµατα. 
Το ηθικό δίδαγµα είναι ότι η υπόθεση του συνεχούς , δεν µπορεί να αποδειχτεί ή να απορριφθεί 
στα πλαίσια της θεωρίας συνόλων. 
 
Φ3   Έτσι έχουµε άλλο ένα παράδειγµα µη πλήρους θεωρίας, στο οποίο ο Γκέντελ έβαλε και 
πάλι το χεράκι του. 
 
Φ2   Εδώ πρέπει να είµαστε λίγο ποιο προσεκτικοί. Η υπόθεση του συνεχούς, δεν είναι σαν την 
πρόταση του Γκέντελ που αφορά την µη πληρότητα της αριθµητικής. Η πρόταση του Γκέντελ 
γνωρίζουµε ότι είναι µια αληθής πρόταση που όµως είναι µη απαντήσιµη στα πλαίσια του 
αξιωµατικού συστήµατος του Πεανό για την αριθµητική, ενώ η υπόθεση του συνεχούς, είναι µεν 
µη απαντήσιµη στα πλαίσια της κατά Zermelo – Fraenkel αξιωµατικής θεµελίωσης της θεωρίας 
συνόλων, όµως, δεν γνωρίζουµε αν είναι αληθής ή ψευδής. 
 
Φ1   Με όλα αυτά τα θεωρήµατα διαγωνιοποίησης , µου ήρθε στο µυαλό, δεν ξέρω γιατί, ένας 
συσχετισµός. Στο πανεπιστήµιο θυµάµαι σε κάποιο µάθηµα λογικής, είχαµε συναντήσει το 
παράδοξο του Επιµενίδη. Ο Επιµενίδης ήταν Κρητικός και έλεγε : «όλοι οι Κρήτες είναι 
ψεύτες». Είναι αλήθεια, ή ψέµα αυτό που έλεγε; Αν λέει αλήθεια, τότε αφού κι ο ίδιος είναι 
Κρητικός, θα λέει ψέµατα, παράλογο. Αν λέει ψέµατα, τότε οι Κρήτες δεν είναι ψεύτες, άρα 
λένε αλήθεια, και πάλι άτοπο! 
 
Φ3   Όχι , αν λέει ψέµατα, η άρνηση της πρότασης «όλοι οι Κρήτες είναι Ψεύτες» , δεν είναι η 
πρόταση ότι «όλοι οι Κρητικοί λένε αλήθεια», αλλά η πρόταση «υπάρχει τουλάχιστον ένας 
Κρητικός, που λέει αλήθεια». Και επειδή δεν γνωρίζουµε γενικά αν αυτός ο Κρητικός είναι ο 
Επιµενίδης, δεν µπορούµε να πούµε ότι στην δεύτερη περίπτωση έχουµε αντίφαση. Το 
παράδοξο στην µορφή αυτή που µας ανέφερες, λέµε ότι είναι µια ηµιαντινοµία. Μισό παράδοξο 
αν θέλεις. 
 
Φ2   Με µια µικρή παραλλαγή µπορούµε να το µετατρέψουµε σε πλήρες παράδοξο , το 
λεγόµενο παράδοξο του ψεύτη. Αν πω « λέω ψέµατα» είναι αλήθεια η ψεύδος αυτό; Τώρα, αν 
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λέω αλήθεια τότε λέω ψέµατα, και αν λέω ψέµατα, τότε είναι ψέµα ότι λέω ψέµατα, άρα λέω 
αλήθεια, κι έτσι καταλήγω σε αντίφαση όποια απάντηση και να επιχειρήσω να δώσω.  Πάντως η 
διαίσθησή σου στην περίπτωση σε έχει δικαιώσει. 
Όντως το παράδοξο αυτό, που ανήκει στην κατηγορία των λεγόµενων αυτοαναφορικών 
παραδόξων, έχει οµοιότητες στην κατασκευή του µε τις διαγώνιες κατασκευές του Κάντορ. 
 
Φ3   Τα αυτοαναφορικά παράδοξα εµφανίζονται κατά κάποιο τρόπο, όταν προτάσεις µιλούν για 
τον εαυτό τους. Στις διαγώνιες κατασκευές απ’ την άλλη συσχετίζουµε τον ν-στο αριθµό µε το 
ν-στο στοιχείο µιας λίστας, δηλαδή σχετίζουµε τον αριθµό ν, µε κάτι που έχει επίσης µια 
ιδιαίτερη σχέση µε τον ν. 
 
         Εν τω µεταξύ χτύπησε το κινητό τηλέφωνο του Φ1.  
……………..Ναι;………..έλα αγάπη µου……………..τι ώρα; ( µας κοιτάει µε απορία) 
Μόλις τότε συνηδειτοποιήσαµε όλοι , ότι η συζήτηση µας είχε συνεπάρει τόσο, που δεν 
καταλάβαµε ότι είχε περάσει ένα ολόκληρο τετράωρο. 
……………ναι µωρό µου………µην φωνάζεις σ’ ακούω…………..έρχοµαι αµέσως.  
  
Φ1   Πρέπει να φύγω. Είχαµε κανονίσει µε την γυναίκα και την κόρη µου να πάµε σε κάποια 
γενέθλια και έχουµε αργήσει ήδη. 
 
Φ2   Όλοι θα φύγουµε. Είναι θαύµα που δεν µας πήραν και οι δικές µας τηλέφωνο. 
 
Φ3   Εε βλέπετε η µη πληρότητα δεν εµφανίζεται µόνο στα µαθηµατικά, αλλά και στη ζωή! 
 
        Κατεβήκαµε , πληρώσαµε στο µπάρ και βγήκαµε στο δρόµο. Συµφωνήσαµε να 
ξαναβρεθούµε την επόµενη Κυριακή , στο ίδιο µέρος. Οικογενειακές υποχρεώσεις, δεν µας 
επέτρεψαν τελικά να συναντηθούµε την Κυριακή, κι έτσι συνεννοηθήκαµε να τα πούµε το 
επόµενο Σάββατο. Όταν έφτασα εγώ στο Μπαρόκ οι Φ1 και Φ3 ήταν ήδη εκεί. Ο Φ1 ήταν 
ιδιαίτερα ευδιάθετος , και σχολίαζε το αποτέλεσµα από το µατς της περασµένης Κυριακής για 
δυο γνωστές ποδοσφαιρικές οµάδες. Ο Φ3 τον άκουγε βαριεστηµένα, ξεφυλλίζοντας το βιβλίο 
που κρατούσε στα χέρια του και µε ένα ύφος που µου ήταν πάρα πολύ γνώριµο. Η αλήθεια είναι 
ότι στις συναντήσεις µας µε τον Φ3, σπάνια µιλούσαµε για άλλα θέµατα εκτός από τα 
Μαθηµατικά, την Φιλοσοφία , την Φυσική και καµιά φορά για την εκπαίδευση. Για προσωπικά 
δε θέµατα , δεν συζητούσαµε σχεδόν ποτέ.  Θυµάµαι µάλιστα αρκετές φορές να µαθαίνει 
πράγµατα ο ένας για τον άλλον από τρίτους ανθρώπους. Έτσι κάποτε ένας κοινός γνωστός µας, 
µε ρώτησε αν βλέπω καθόλου τον Φ3. Του είπα ότι συνήθως βρισκόµαστε και τα λέµε µια φορά 
την εβδοµάδα και τότε µε ρώτησε αν είναι ευχαριστηµένος µε το καινούριο του αυτοκίνητο. Μα 
ο Φ3 δεν έχει καινούριο αυτοκίνητο του είπα, αφήνοντάς τον έκπληκτο να αναρωτιέται αν του 
λέω αλήθεια. 
Η λαχτάρα µας για συζήτηση γύρω απ’ τα θέµατα που µας ενδιέφεραν, ήταν τέτοια που κανείς 
δεν πίστευε ότι είναι δυνατόν δυο φίλοι σε µια καφετερία, να µιλούν για τα µαθηµατικά, και όχι 
για άλλες ιστορίες καθηµερινής τρέλας, όπως όλοι οι φυσιολογικοί άνθρωποι. Έβγαλα λοιπόν 
τον Φ3 από το αδιέξοδο, αλλάζοντας το θέµα της συζήτησης. 
 
Φ2   Είδα προχθές στο Ίντερνετ ότι τον Ιούλιο θα έχει στο πανεπιστήµιο της Θεσσαλονίκης µια 
σειρά διαλέξεων µε θέµα το θεώρηµα του Γκέντελ. Τι θα λέγατε να δηλώσουµε συµµετοχή; 
 
Φ3   Πότε ακριβώς είναι οι διαλέξεις; 
 
Φ2   Από πρώτη µέχρι πέντε Ιουλίου. 
 



ΓΚΕΝΤΕΛ 
κείµενο: Γ. Κασαπίδης 

28 

Φ1   Εσείς να πάτε. Εµένα τι µε θέλετε µαζί σας; Είµαι σίγουρος ότι δεν θα καταλάβω τίποτε 
από τέτοιου είδους παρακολουθήσεις. 
 
Φ2   Για µας είναι πρώτης τάξεως ευκαιρία να ακούσουµε για το θέµα αυτό από κάποιους 
ειδικούς. Αν έρθεις θα είναι επίσης και ένα στοίχηµα να καταφέρουµε να σου εξηγήσουµε µε 
τρόπο κατανοητό το ζήτηµα. 
 
Φ3   Μετά από κάθε διάλεξη θα σου αναλύουµε το περιεχόµενό της. ∆ες το σαν µια σοβαρή 
νοητική πρόκληση. 
 
Φ1   Θα το σκεφτώ και θα σας ενηµερώσω. Πάντως σαν καλός µαθητής που είµαι θα ήθελα 
τώρα να συνεχίσουµε την συζήτησή µας από εκεί που την αφήσαµε την τελευταία φορά. Μου 
είχατε πει, αν θυµόσαστε , ότι παράδοξο δεν σηµαίνει κάτι παράλογο, αλλά κάτι που είναι 
κόντρα στις διαισθήσεις µας. 
 
Φ3   Πως δεν το θυµάµαι, εγώ το είπα. 
 
Φ1   Και τα λεξικά κάπως έτσι ορίζουν την έννοια, ως µια αντίθετη άποψη στη γενική γνώµη, 
και προσθέτουν µια έννοια πιο γενική µιας κατάστασης παράξενης, απίστευτης, άτοπης. Γιατί τα 
λέω αυτά; Τα αποτελέσµατα του Κάντορ, όσο παράξενα και να φαντάζουν στα µάτια αυτού που 
τα πρωτοβλέπει, εκφράζουν ωστόσο κάποιες αλήθειες. Στο παράδοξο του ψεύτη όµως ποια 
αλήθεια εκφράζεται που δεν είναι σύµφωνη µε τις διαισθήσεις µας; Που ακριβώς βρίσκεται το 
παράδοξο;  
 
Φ3     ∆εν έχουµε γενικά την πίστη ότι σε κάθε πρόταση µε νόηµα αντιστοιχεί και µια 
αληθοτιµή; 
 
Φ1   Ότι µπορούµε δηλαδή να την χαρακτηρίσουµε ως αληθή ή ψευδή; 
 
Φ3   Ακριβώς. 
 
Φ1   Σίγουρα το πιστεύουµε αυτό, έστω κι αν µερικές φορές δεν γνωρίζουµε ποια αληθοτιµή 
είναι η σωστή. 
 
Φ3   Το παράδοξο λοιπόν εδώ είναι ότι στην φράση «λέω ψέµατα», δεν µπορούµε να 
αποδώσουµε τιµή αλήθειας. Και ο συλλογισµός που κάνουµε µας πείθει ότι αυτό είναι κάτι 
σωστό. Έτσι η αλήθεια που εκφράζεται στην περίπτωση αυτή είναι το γεγονός ότι τελικά δεν 
είναι σωστό το ότι κάθε πρόταση µε νόηµα, µπορεί να χαρακτηριστεί ως αληθής ή ψευδής.  
 Ο Quine πάντως, αποκαλεί «αντινοµίες» αυτές τις περιπτώσεις όπως του παραδόξου του Ψεύτη. 
Γι’ αυτό νοµίζω και ο Φ2 αποκάλεσε το παράδοξο του Επιµενίδη «ηµιαντινοµία», αν και δεν 
ξέρω σε τι θα αποσκοπούσε η διαφοροποίηση στην ορολογία. 
 
Φ2   ∆εν είναι προτιµότερο να δούµε κάποια παράδοξα ακόµη, για να έχουµε µια ποιο σαφή 
εικόνα του τοπίου; 
 
Φ3   ∆ίκιο έχεις. Να ασχοληθούµε όµως µε παράδοξα που σχετίζονται περισσότερο µε το θέµα 
που µας ενδιαφέρει. Ας µην αναφερθούµε στα παράδοξα του Ζήνωνα που αφορούν την κίνηση, 
ούτε στα παράδοξα της θεωρίας πιθανοτήτων ή της λογοτεχνίας. 
 
Φ2   Σύµφωνοι. Θα πιάσω εγώ τα λεγόµενα λογικά ή συνολοθεωρητικά παράδοξα, και εσύ στη 
συνέχεια θα µας αναπτύξεις κάποια από τα ερµηνευτικά παράδοξα. 
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Ξεκινώ λοιπόν µε το παράδοξο που βρήκε ο Ράσελ το 1902.  
Έστω ότι  Ρ συµβολίζει το σύνολο όλων των συνόλων χ που έχουν την ιδιότητα: το χ δεν ανήκει 
στο χ. 
δηλαδή Ρ={χ / χ σύνολο τέτοιο ώστε: χ δεν ανήκει χ }. 
Φ1   Ε;;;;;;; Γίνεται ένα σύνολο να περιέχει ως στοιχεία άλλα σύνολα; 
 
Φ2   Κατά τον ορισµό που έδωσε ο Κάντορ τίποτε δεν το απαγορεύει αυτό. Για παράδειγµα το 
σύνολο Β={3,2,{3,4,6},{4}} έχει ως στοιχεία τα 3, 2 καθώς και τα σύνολα {3,4,6} και {4}. 
Πολλά σύνολα δεν είναι στοιχεία του εαυτού τους, για παράδειγµα το σύνολο όλων των σκύλων 
δεν είναι σκύλος. Από την άλλη το σύνολο όλων των συνόλων είναι προφανώς σύνολο. Το 
σύνολο Ρ λοιπόν ορίζεται από όλα τα σύνολα που έχουν την ιδιότητα να µην περιέχουν τον 
εαυτό τους ως στοιχείο. 
 
Φ1   Έτσι για παράδειγµα το σύνολο όλων των σκύλων ανήκει στο Ρ. 
 
Φ2   Σωστά. Ρωτάµε τώρα. Το σύνολο Ρ περιέχει τον εαυτό του ή όχι; 
 
Φ1   Μην το πεις, άσε µε  να το βρω µόνος µου. Αν το Ρ ανήκει στο Ρ, τότε θα ικανοποιεί την 
ιδιότητα που ορίζει το Ρ, δηλαδή το Ρ δεν θα ανήκει στο Ρ, άτοπο!  Άρα το Ρ δεν θα ανήκει στο 
Ρ, πράγµα όµως που σηµαίνει, σύµφωνα πάντα µε τον ορισµό του Ρ, ότι το Ρ ανήκει στο Ρ και 
πάλι άτοπο! Συµπέρασµα. Ενώ πιστεύουµε ότι ένα στοιχείο ή θα ανήκει ή δεν θα ανήκει σε ένα 
σύνολο Ρ, στο ερώτηµα αν το Ρ ανήκει στο Ρ, κάθε µια από τις δυο δυνατές περιπτώσεις 
απάντησης καταλήγει σε αδιέξοδο, και είµαστε µπροστά σε ένα ακόµη παράδοξο. 
 
Φ2   Τρία χρόνια πριν ο Ράσελ ανακαλύψει το παράδοξό του, δηλαδή το 1899, ο ίδιος ο Κάντορ 
βρήκε πως η θεωρία του οδηγούσε επίσης σε ένα παράδοξο, γνωστό σήµερα σαν παράδοξο του 
Κάντορ και είναι το εξής: 
Αν Α συµβολίζει το σύνολο όλων των συνόλων, έχουµε δει ότι το δυναµοσύνολό του Ρ(Α) , έχει 
πληθάριθµο µεγαλύτερο του Α. Όµως αφού το Α είναι το σύνολο όλων των συνόλων, αυτό θα 
έπρεπε να έχει τον µεγαλύτερο δυνατό πληθάριθµο. Έτσι το Α φαίνεται να έχει τις αντιφατικές 
ιδιότητες να έχει και να µην έχει το µεγαλύτερο δυνατό πλήθος στοιχείων. 
 
Φ1   Εγώ πάντως θα συµφωνούσα µε την ονοµασία αντινοµίες και για τα τρία παράδοξα που 
αναφέραµε µέχρι τώρα. Στο παράδοξο του ψεύτη και στο παράδοξο του Ράσελ βλέπω να έχουµε 
µια παραβίαση της λογικής αρχής του αποκλειοµένου τρίτου, ενώ στο παράδοξο του Κάντορ 
φαίνεται να έχουµε παραβίαση της αρχής της µη αντίφασης. 
 
Φ2   ∆εν έχεις άδικο. Στο παράδοξο του ψεύτη, ενώ ξέρουµε ότι  µια πρόταση ή θα είναι αληθής 
ή δεν θα είναι αληθής, εµείς καταλήγουµε ότι τίποτε από τα δυο δεν συµβαίνει. στο παράδοξο 
του Ράσελ το Ρ ή θα ανήκει ή δεν θα ανήκει στο Ρ, και τίποτε από τα δυο και πάλι δεν µπορεί να 
ισχύει, ενώ στο παράδοξο του Κάντορ το σύνολο όλων των συνόλων πρέπει να έχει και να µην 
έχει ταυτόχρονα την ιδιότητα του µέγιστου πληθαρίθµου. 
 
Φ3   Θέλετε να πείτε δηλαδή ,ότι εδώ ξεφεύγουµε από την απλή παραξενιά ενός µη 
αναµενόµενου αποτελέσµατος και έχουµε λογικά σφάλµατα, ή τουλάχιστον ενδείξεις ότι κάτι 
δεν πάει καλά στους συλλογισµούς µας. 
 
ΣΥΝΕΧΙΖΕΤΑΙ 


